
Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

25. mart 2023.

Prvi razred - A kategorija

1. Neka su x1, x2, . . . x2023 ∈ {−1, 0, 1, 2} takvi da va�i

x1 + x2 + . . .+ x2023 = 111 i x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
2023 = 999.

Na�i najve�u mogu�u vrednost izraza

x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
2023.

2. Dat je trougao ABC. Neka je taqka D podno�je visine iz temena A na pravu BC tog
trougla i neka je ω je kru�nica konstruisana nad du�i AD kao preqnikom. Oznaqimo
sa G drugu preseqnu taqku kru�nice ω i opisane kru�nice oko trougla ABC. Prava
AG seqe pravu BC u taqki H. Dokazati da ako kru�nice opisane oko trouglova ABH
i ACH, redom, seku kru�nicu ω i u taqkama I i J , onda taqka preseka pravih BI i
CJ pripada ω.

3. Oznaqimo sa f(n) najmaǌi zajedniqki sadr�alac brojeva 1, 2, · · · , n, gde je n proizvo-
ǉan prirodan broj. Na�i sve prirodne brojeve n takve da je

f(n) < f(n+ 1) < f(n+ 2) < f(n+ 3).

4.Dat je prirodan broj n. Koliko najvixe topova mo�emo postaviti na tablu dimenzija
n × n tako da svaki top napada najvixe 3 druga topa (napadi izme�u proizvoǉna dva
topa odvijaju se prema xahovskim pravilima, tj. jedan top napada drugog ako se nalaze
u istoj vrsti/koloni table i ako se u toj vrsti/koloni izme�u ǌih ne nalazi niti
jedan drugi top)?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred - A kategorija

1. Oznaqimo sa Z skup svih celih brojeva. Na�i sve funkcije f : Z → Z takve da za
svaka dva cela broja a i b va�i

f(a+ f(b)) = b+ f(a) + 1.

2. Neka su D, E i F podno�ja visina iz temena A, B i C, redom, na prave odre�ene
stranicama trougla ABC. Oznaqimo sa H ortocentar tog trougla. Na du�ima AD,
BE i CF , redom, date su taqke X,Y i Z takve da va�i

AX

XD
=

BY

Y E
=

CZ

ZF
= 2.

Dokazati da taqke H,X, Y i Z pripadaju jednoj kru�nici.

3. Na�i sve prirodne brojeve x takve da je broj 2x + 100x+ 1 potpun kvadrat.

4. U nekoj prostoriji se nalazi n>4 ǉudi. Poznato je da va�i slede�e: u svakom skupu
ǉudi koji sadr�i qetiri razliqite osobe va�i da je broj parova ǉudi koji se poznaju
me�u tih qetvoro jednak 0, 3 ili 4. Za koje n se iz ovog uslova mo�e zakǉuqiti da
postoji skup veliqine barem

n

2
tako da niko nikog ne zna?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred - A kategorija

1. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu log5(2
n − 3) = log3

4n2−10n+9
5 .

2. Odrediti sve ure�ene parove (x, y) prirodnih brojeva takve da su brojevi x + y i
x2 + y2 − 2 stepeni dvojke.

3. Neka je M sredixte stranice BC, a H ortocentar oxtrouglog trougla ABC, AB 6=
AC. Neka je L taqka na kra�em luku BC opisane kru�nice trougla ABC tako da je
^CAL = ^BAM . Dokazati da se normala u taqki L na pravu AL, normala u taqki H
na pravu AM i tangenta u taqki A na opisanu kru�nicu trougla ABC seku u jednoj
taqki.

4. Za svaku od figura prikazanih na slikama (a), (b) i (v), posebno, na�i sve prirodne
brojeve n takve da se tabla n × n mo�e poploqati figurom kao na datoj slici. Pod
poploqavaǌem table prikazanom figurom podrazumevamo da je svako poǉe polazne ta-
ble prekriveno taqno jedanput. Dozvoǉeno je koristiti konaqno mnogo osnih refle-
ksija i rotacija (za 90◦ stepeni u oba smera).

(a) (b) (v)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred - A kategorija

1. Neka je C skup kompleksnih brojeva. U skupu {z ∈ C : Re z > 0} rexiti jednaqinu

(Im z)Re z = e
1
2 (|z|

2−z−z).

2. Dat je trougao ABC. Oznaqimo sa D,E i F , redom, taqke u kojima upisana kru�nica
unutar tog trougla, sa centrom u taqki S, dodiruje ǌegove stranice AB, BC i CA. Ako
te�ixte T trougla ABC pripada pravoj DE, dokazati da su taqke T , S i F kolinearne.

3. Na tabli je zapisan prirodan broj n. Ana i Bojan igraju slede�u igru, naizmeniqno
vuku�i poteze. Potez se sastoji od brisaǌa napisanog broja i zameǌivaǌa istog sa
razlikom tog broja i nekog ǌegovog delioca koji nije 1, niti sam taj broj (igraq sam
bira delilac). Ako Ana igra prva, u zavisnosti od broja n, odrediti koji igraq ima
pobedniqku strategiju (igru gubi onaj igraq koji ne mo�e odigrati potez).

4. Za konveksan qetvorougao ABCD ka�emo da je lep ako du�ine svih ǌegovih stranica,
du�ina barem jedne dijagonale i povrxina tog qetvorougla imaju celobrojne vredno-
sti. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo lepih nepodudarnih qetvorouglova kojima
je du�ina taqno jedne stranice prost broj.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


